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Рассматривается задача оценивания неизвестных входов в дискретных
стационарных (с постоянными параметрами) системах, описываемых ди-
намическими моделями при наличии внешних возмущений, на основе ин-
тервальных наблюдателей. Решение основано на модели исходной систе-
мы, имеющей минимальную размерность, нечувствительной к возмуще-
ниям. Для этой модели строится интервальный наблюдатель, на основе
которого определяется оценка величины неизвестных входов. Теоретиче-
ские результаты иллюстрируются примером.
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1. Введение и постановка задачи

Задача оценивания неизвестных входов динамических систем имеет важ-
ное теоретическое и прикладное значение, в частности для определения ве-
личин изменений параметров системы из-за возникших дефектов для после-
дующего парирования этих изменений или уровня внешних возмущений, что
часто необходимо для их учета системой управления. При ее решении для си-
стем, описываемых непрерывными моделями, последние 25 лет используются
скользящие наблюдатели [1–3].

С другой стороны, для оценки компонент вектора состояния динамиче-
ских систем последние годы применяются интервальные наблюдатели, ко-
торые в каждый момент времени вырабатывают оценку множества допу-
стимых значений вектора состояния (или заданной линейной функции это-
го вектора) для различных классов динамических систем с неопределенно-
стями. Обстоятельные обзоры полученных за последнее время результатов
содержатся в [4–6], решения для различных классов систем (непрерывных,
дискретных, гибридных, с запаздыванием), а также практические приложе-
ния можно найти в [7–14]. Особенностью интервальных наблюдателей явля-
ется то, что они позволяют простыми средствами учитывать различные виды

1 Работа поддержана Российским научным фондом, проект № 23-29-00191
(https://rscf.ru/project/23-29-00191/).
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неопределенностей в системах (внешние возмущения, шумы измерений, пара-
метрические неопределенности) и формировать интервал, в котором гаран-
тированно находятся значения вектора состояния (или заданной линейной
функции этого вектора).

В [15] интервальные наблюдатели предложено использовать для решения
задачи оценивания неизвестных входов в дискретных линейных динамиче-
ских системах. Этот метод является определенной альтернативой скользя-
щим наблюдателям, которые неэффективны в дискретном случае.

В настоящей работе подход, предложенный в [15], развивается для реше-
ния задачи оценивания неизвестных входов в дискретных линейных и нели-
нейных динамических системах, подверженных внешним возмущениям. В от-
личие от [15] от системы не требуется быть минимально фазовой; кроме того,
подход, предложенный в [15], предполагает проведение ряда сложных преоб-
разований системы, в частности приведение ее к дескрипторному виду, чего
не требуется в настоящей работе. В [15] по аналогии с [5–13] интервальный
наблюдатель строиться для исходной преобразованной системы, в результа-
те чего он имеет полную размерность. В отличие от этого в настоящей ра-
боте для решения используется редуцированная модель исходной системы,
что упрощает конструкцию интервального наблюдателя и дает возможность
сделать его нечувствительным к внешним возмущениям, что в ряде случа-
ев гарантирует точную оценку даже при наличии таких возмущений. Кроме
того, показывается, как преодолеть требование, связанное с условием согла-
сования, использованное в [15] и ограничивающее возможности оценивания.

2. Основные модели и соотношения

Рассмотрим систему, описанную дискретной нелинейной моделью
x(t+ 1) = Fx(t) +Gu(t) + CΨ(x(t), u(t)) +Dd(t) + Lρ(t),

y(t) = Hx(t),
(2.1)

где x(t)∈R
n, u(t)∈R

m, y(t)∈R
l – векторы состояния, управления и выхо-

да; F , G, H, C и L – известные постоянные матрицы, ρ(t)∈R
p – неизвестная

ограниченная функция времени, описывающая возмущения, действующие на
систему; слагаемое Dd(t) – неизвестный вход, величину которого требуется
оценить. В частности, такой вход может представлять собой результат прояв-
ления возникшего в системе дефекта. Предполагается, что d(t) – скалярная
ограниченная функция: d � d(t) � d при всех t = 0, 1, 2, . . . для известных d
и d. Нелинейный член Ψ(x, u) представлен в виде

Ψ(x, u) =

⎛⎝ ϕ1(A1x, u)
. . .

ϕq(Aqx, u)

⎞⎠ ,

A1, . . . , Aq – известные постоянные матрицы-строки, ϕ1, . . . , ϕq – произволь-
ные нелинейные функции.

Зам е ч а ни е 1. В основной части работы, кроме раздела 7, по аналогии
с [15] предполагается, что выполняется условие согласования rank (HD) =
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= rank (D), которое означает, что неизвестный вход d(t) входит в уравнения
для тех компонент вектора состояния, которые измеряются датчиками систе-
мы. В отличие от [15], где d(t) – функция произвольной размерности, вначале
предполагается, что d(t) – скаляр; в разделе 8 показывается, как это ограни-
чение можно снять.

Рассматриваемая задача вначале решается в линейном случае, когда C = 0.
Как было сказано, решение ищется на основе редуцированной модели исход-
ной системы. Для этого коротко напомним результаты работ [14, 16], где стро-
ится линейная модель системы (2.1) минимальной размерности, нечувстви-
тельная к возмущению и оценивающая некоторую переменную y∗(t), задавае-
мую равенством y∗(t) = R∗y(t) для матрицы R∗, подлежащей определению в
ходе решения задачи. Такая модель описывается уравнениями

x∗(t+ 1) = F∗x∗(t) + J∗y(t) +G∗u(t) +D∗d(t),
y∗(t) = H∗x∗(t) = R∗y(t),

(2.2)

где x∗(t)∈R
k, k < n – размерность модели, F∗, G∗, J∗, H∗ – матрицы, под-

лежащие определению. Для решения задачи предполагается, что существует
матрица Φ такая, что x∗(t) = Φx(t). Известно [14, 16], что матрицы, описы-
вающие модель, удовлетворяют уравнениям

ΦF = F∗Φ+ J∗H, H∗Φ = R∗H, ΦG = G∗, ΦD = D∗, ΦL = 0.(2.3)

Необходимым условием возможности построения такой системы является
неравенство

rank

(
H
L0

)
< rank (H) + rank (L0),(2.4)

где L0 – матрица максимального ранга такая, что L0L = 0. Действительно,
условие ΦL = 0 тогда может быть записано в виде Φ = NL0 для некоторой
матрицы N . Поскольку H∗Φ = R∗H, то H∗NL0 = R∗H, что справедливо при
выполнении условия (2.4). Если оно не выполняется, то система, нечувстви-
тельная к возмущению и оценивающая переменную y∗(t), построена быть не
может. Ниже будем полагать, что условие (2.4) выполняется.

3. Построение модели, нечувствительной к возмущению

В общем случае матрицы F∗ и H∗ задаются в идентификационной кано-
нической форме:

F∗ =

⎛⎜⎜⎝
0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 0

⎞⎟⎟⎠ , H∗ = (1 0 . . . 0).(3.1)

Если система (2.2) наблюдаема, то она всегда может быть приведена к виду
с такими матрицами [17]. Если она не наблюдаема, то ее можно привести к
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виду с наблюдаемой подсистемой и матрицы этой подсистемы искать в ви-
де (3.1) [17]. Решение задачи осуществляется на основе уравнения

( R∗ −J∗1 . . . −J∗k )(W (k) L(k)) = 0,(3.2)

где J∗i – i-я строка матрицы J∗,

W (k) =

⎛⎜⎜⎝
HF k

HF k−1

. . .
H

⎞⎟⎟⎠, L(k) =

⎛⎜⎜⎝
HL HFL . . . HF k−1L
0 HL . . . HF k−2L
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0

⎞⎟⎟⎠, k = 1, 2, . . . ,

матрица W (k) обеспечивает построение модели (2.2), L(k) – нечувствитель-
ность ее к возмущениям, т.е. выполнение условия ΦL = 0. Уравнение (3.2)
имеет нетривиальное решение, если

rank (W (k) L(k)) < l(k + 1),(3.3)

поскольку в этом случае между строками составной матрицы (W (k) L(k))
имеется линейная зависимость, что гарантирует существование решения.

Для построения модели из (3.3) начиная с k = 1 определяется минималь-
ное k и из (3.2) – строка ( R∗ −J∗1 . . . −J∗k ), затем на основе соотношений

R∗H = Φ1, ΦiF = Φi+1 + J∗iH, i = 1, . . . , k − 1, ΦkF = J∗kH,

полученных из (2.3) и (3.1), строится матрица Φ; G∗ определяется из (2.3),
где Φi – i-я строка матрицы Φ. Таким образом, линейная модель (2.2) построе-
на; предполагается, что D∗ �= 0.

Если уравнение (3.2) не имеет решения при всех k < n, модели, нечувстви-
тельной к возмущениям, не существует. В этом случае можно воспользовать-
ся робастными методами, изложенными, например, в [18], однако получаемая
оценка уже не будет точной.

4. Решение задачи

Вначале для простоты предполагается, что k = 1, т.е. можно построить
одномерную модель, которая с F∗ = 0 и H∗ = 1 описывается уравнениями

x∗(t+ 1) = J∗y(t) +G∗u(t) +D∗d(t),
y∗(t) = x∗(t).

(4.1)

У тв е ржд е ни е 1. Модель (4.1) существует при выполнении двух усло-
вий:

rank

(
HF
H

)
< rank (HF ) + rank (H),

R∗HL = 0.

Дока з а т е л ь с т в о. Из (3.2) при k = 1 получаем

( R∗ −J∗ )

(
HF HL
H 0

)
= 0,
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откуда следует равенство ( R∗ −J∗ )

(
HF
H

)
= 0, которое выполняется то-

гда, когда справедливо первое условие. Второе условие прямо следует из
предыдущего равенства.

Если хотя бы одно из этих условий не выполняется, модель будет много-
мерной. Дополнительным условием является требование чувствительности к
дефектам ΦD = D∗ �= 0, представленное в виде R∗HD �= 0.

Зам е ч а ни е 2. Поскольку в модели (4.1) значения всех переменных, кро-
ме d(t), могут быть измерены, последняя может быть определена из просто-
го соотношенияD∗d(t) = y∗(t+ 1)− J∗y(t)−G∗u(t). Учитывая каноническую
форму матрицы F∗ и вид получаемой при этом модели, можно утверждать,
что путем образования временных сдвигов для переменной y∗(t) и подстано-
вок одних уравнений в другие (как это сделано в разделе 7) можно построить
аналогичные соотношения и определять из них переменную d(t). При k > 2
эти соотношения будут довольно громоздкими, использование интервальных
наблюдателей позволяет существенно упростить их. Поэтому несмотря на
очевидное решение при k = 1, покажем, как здесь могут быть применены
такие наблюдатели, чтобы распространить полученный результат на общий
случай.

Интервальный наблюдатель задается в виде

x∗(t+ 1) = G∗u(t) + J∗y(t) +D+
∗ d−D−

∗ d+ ge(t),

x∗(t+ 1) = G∗u(t) + J∗y(t) +D+
∗ d−D−

∗ d+ ge(t),

y∗(t) = x∗(t), y∗(t) = x∗(t),
(4.2)

где A+ = max(0, A), A− = A+ −A для произвольной матрицы A, нетрудно ви-
деть, что A+ � 0, A− � 0; коэффициент g выбирается для обеспечения устой-
чивости наблюдателя; e(t) = y∗(t)− y∗(t), e(t) = y∗(t)− y∗(t).

Поскольку для интервального наблюдателя из условия x∗(0) � x∗(0) �
� x∗(0) следует, что при всех t � 0 справедливо соотношение x∗(t) � x∗(t) �
� x∗(t) [4], то существует число α(t) � 0 такое, что при всех t � 0

x∗(t) = x∗(t) + α(t)(x∗(t)− x∗(t)),(4.3)

или

x∗(t) = α(t)x∗(t) + (1− α(t))x∗(t).(4.4)

Определим значение α(t+ 1). Из (4.3) при t := t+ 1 получаем

R∗y(t+ 1) = x∗(t+ 1) = x∗(t+ 1) + α(t+ 1)(x∗(t+ 1)− x∗(t+ 1)),

откуда

α(t+ 1) =
R∗y(t+ 1)− x∗(t+ 1)

x∗(t+ 1)− x∗(t+ 1)
,(4.5)

где все входящие в формулу величины могут быть измерены.
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Те ор ем а 1. Оценка функции d(t) определяется как

d̂(t) = D−1
∗ (g(α(t + 1)e(t) + (1− α(t+ 1))e(t)) +

+ α(t+ 1)(D+
∗ d−D−

∗ d) + (1− α(t+ 1))(D+
∗ d−D−

∗ d)),
(4.6)

где коэффициент α(t+ 1) рассчитывается согласно (4.5).

Дока з а т е л ь с т в о. В (4.4), записанном для t := t+1, заменим перемен-
ные x∗(t + 1), x∗(t + 1) и x∗(t + 1) правыми частями уравнений (4.1) и (4.2)
соответственно:

J∗y(t) +G∗u(t) +D∗d(t) =

= α(t+ 1)(G∗u(t) + J∗y(t) +D+
∗ d−D−

∗ d+ ge(t)) +

+ (1− α(t+ 1))(G∗u(t) + J∗y(t) +D+
∗ d−D−

∗ d+ ge(t)).

(4.7)

После преобразований в правой части получаем

J∗y(t) +G∗u(t) +D∗d(t) =
= g(α(t + 1)e(t) + (1− α(t+ 1))e(t)) +G∗u(t) + J∗y(t) +

+ α(t+ 1)(D+
∗ d−D−

∗ d) + (1− α(t+ 1))(D+
∗ d−D−

∗ d),

откуда после простых преобразований следует (4.6).

Зам е ч а ни е 3. Канонический вид матрицы F∗ позволяет утверждать,
что наблюдатель (4.2) устойчив и без введения обратных связей ge(t) и ge(t);
последние необходимы только для получения оценки d̂(t), причем в данном
случае она будет точной для всех t > 0.

5. Многомерная модель

В случае k > 1 модель (2.2) принимает вид

x∗1(t+ 1) = x∗2(t) + J∗1y(t) +G∗1u(t) +D∗1d(t),
x∗∗(t+ 1) = F∗∗x∗∗(t) + J∗∗y(t) +G∗∗u(t) +D∗∗d(t),

y∗(t) = x∗1(t),

где x∗i – i-я компонента вектора x∗, x∗∗ = (x∗2, . . . , x∗k), J∗∗, G∗∗ и D∗∗ –
матрицы J∗, G∗ и D∗ с удаленными первыми строками, F∗∗ – матрица (3.1)
размера (k − 1)× (k − 1). Предполагается, что D∗1 �= 0 и D∗∗ = 0, т.е. дефект
входит только в первое уравнение. Интервальный наблюдатель имеет вид

x∗1(t+ 1) = x̂∗2(t) + J∗1y(t) +G∗1u(t) +D+
∗1d−D−

∗1d+ g1e(t),

x̂∗∗(t+ 1) = F∗∗x̂∗∗(t) + J∗∗y(t) +G∗∗u(t) + g∗∗e(t),

x∗1(t+ 1) = x̃∗2(t) + J∗1y(t) +G∗1u(t) +D+
∗1d−D−

∗1d+ g1e(t),

x̃∗∗(t+ 1) = F∗∗x̃∗∗(t) + J∗∗y(t) +G∗∗u(t) + g∗∗e(t),
y∗(t) = x∗1(t), y∗(t) = x∗1(t),

(5.1)
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т.е. интервально формируется только первая компонента вектора состояния.
Здесь x̂∗∗(t) и x̃∗∗(t) – векторы размерности k− 1, матрица (g1 gT∗∗)T выбира-
ется для обеспечения устойчивости наблюдателя, что всегда можно сделать
для канонической формы (3.1).

С учетом (5.1) выражение (4.7) модифицируется следующим образом:

x∗2(t) + J∗1y(t) +G∗1u(t) +D∗1d(t) =

= α(t+ 1)(x̃∗2(t) +G∗1u(t) + J∗1y(t) +D+
∗1d−D−

∗1d+ g1e(t)) +

+ (1− α(t+ 1))(x̂∗2(t) +G∗1u(t) + J∗1y(t) +D+
∗1d−D−

∗1d+ g1e(t)).

Здесь α(t + 1) определяется для первых компонент векторов состояния по
аналогии с (4.5):

α(t+ 1) =
R∗y(t+ 1)− x∗1(t+ 1)

x∗1(t+ 1)− x∗1(t+ 1)
.

Проведя ряд преобразований, получаем

D∗1d(t) = g1(α(t+ 1)e(t) + (1− α(t+ 1))e(t)) +

+ α(t+ 1)(D+
∗1d−D−

∗1d) + (1− α(t+ 1))(D+
∗1d−D−

∗1d) +
+ α(t+ 1)x̃∗2(t) + (1− α(t+ 1))x̂∗2(t)− x∗2(t).

(5.2)

Поскольку наблюдатель устойчив, то x̃∗2(t) → x∗2(t) и x̂∗2(t) → x∗2(t), откуда
следует α(t+ 1)x̃∗2(t) + (1− α(t+ 1))x̂∗2(t)− x∗2(t) → 0, а тогда оценка d̂(t),
определяемая выражением (4.6) с D∗ = D∗1, будет удовлетворять соотноше-
нию d̂(t) → d(t).

Зам е ч а ни е 4. Из полученных соотношений можно сделать вывод о том,
что использование интервального наблюдателя позволяет устранить влияние
всех компонент вектора x∗∗ = (x∗2, . . . , x∗k) на конечный результат.

6. Учет нелинейностей

Метод синтеза модели в нелинейном случае опирается на ранее постро-
енную линейную модель и состоит в том, что для найденной при построе-
нии линейной модели матрицы Φ выясняется возможность преобразования
аргумента нелинейной составляющей Ψ(x, u), делается это следующим обра-
зом [18].

Вычисляется матрица C∗ = ΦC и определяются номера ji, . . . , js ее нену-
левых столбцов. Далее проверяется условие

rank

(
Φ
H

)
= rank

⎛⎝ Φ
H
A′

⎞⎠ ,(6.1)

где матрица A′ строится из матриц A1, . . . , Aq с номерами ji, . . . , js как из
строк. Если это условие выполняется, преобразование аргумента возможно.
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После этого строится нелинейная составляющая в виде

Ψ∗(x∗, y, u) =

⎛⎝ ϕj1(A∗j1z, u)
. . .

ϕjs(A∗jsz, u)

⎞⎠ ,

где z =

(
x∗
y

)
, матрицы-строки A∗j1 , . . . , A∗js определяются из линейных

уравнений

Aj = A∗,j
(

Φ
H

)
, j = ji, . . . , js,

и добавляется к линейной модели (2.2). Если условие (6.1) не выполняется,
необходимо найти другое решение уравнения (3.2) при прежней или увели-
ченной размерности k и повторить описанную процедуру с новой матрицей Φ.
В общем случае нелинейная модель описывается уравнением

ẋ∗(t) = F∗x∗(t) + J∗y(t) +G∗u(t) + C∗Ψ∗(x∗(t), y(t), u(t)) +D∗d(t),
y∗(t) = H∗x∗(t).

Если модель одномерна, то нелинейная составляющая зависит от y∗(t) = x∗(t)
и одинаковым образом входит в модель и интервальный наблюдатель, а тогда,
как нетрудно видеть, точная оценка определяется выражением (4.6).

Для многомерной модели с учетом предположения, что D∗1 �= 0 и D∗∗ = 0,
получаем следующие описания модели:

x∗1(t+ 1) = x∗2(t) + J∗1y(t) +G∗1u(t) + C∗1Ψ∗1(y∗(t), x∗∗(t), y(t), u(t)) +
+D∗1d(t),

x∗∗(t+ 1) = F∗∗x∗∗(t) + J∗∗y(t) +G∗∗u(t) + C∗∗Ψ∗∗(y∗(t), x∗∗(t), y(t), u(t))

и интервального наблюдателя:

x∗1(t+ 1) = x̂∗2(t) + J∗1y(t) +G∗1u(t) + C∗1Ψ∗1(y∗(t), x̂∗∗(t), y(t), u(t)) +

+D+
∗1d−D−

∗1d+ g1e(t),

x̂∗∗(t+ 1) = F∗∗x̂∗∗(t) + J∗∗y(t) +G∗∗u(t) + C∗∗Ψ∗∗(y∗(t), x̂∗∗(t), y(t), u(t)) +
+ g∗∗e(t),

x∗1(t+ 1) = x̃∗2(t) + J∗1y(t) +G∗1u(t) + C∗1Ψ∗1(y∗(t), x̃∗∗(t), y(t), u(t)) +

+D+
∗1d−D−

∗1d+ g1e(t),

x̃∗∗(t+ 1) = F∗∗x̃∗∗(t) + J∗∗y(t) +G∗∗u(t) + C∗∗Ψ∗∗(y∗(t), x̃∗∗(t), y(t), u(t)) +
+ g∗∗e(t),

y∗(t) = x∗1(t), y∗(t) = x∗1(t),

где матрицы C∗1, C∗∗ и функции Ψ∗1, Ψ∗∗ определяются по аналогии с J∗1
и J∗∗.
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С учетом нелинейностей выражение (5.2) модифицируется следующим об-
разом:

D∗1d(t) = g1(α(t+ 1)e(t) + (1− α(t+ 1))e(t)) +

+ α(t+ 1)(D+
∗1d−D−

∗1d) + (1− α(t+ 1))(D+
∗1d−D−

∗1d) +
+ α(t+ 1)x̃∗2(t) + (1− α(t+ 1))x̂∗2(t)− x∗2(t) +
+ α(t+ 1)C∗1Ψ∗1(y∗(t), x̃∗∗(t), y(t), u(t)) +
+ (1− α(t+ 1))C∗1Ψ∗1(y∗(t), x̂∗∗(t), y(t), u(t)) −
− C∗1Ψ∗1(y∗(t), x∗∗(t), y(t), u(t)).

Поскольку матрица обратной связи (g1 gT∗∗)T выбрана так, что наблюдатель
устойчив, то x̃∗∗(t) → x∗∗(t) и x̂∗∗(t) → x∗∗(t) и по аналогии с разделом 5
d̂(t) → d(t).

7. Невыполнение условия согласования

Условие согласования нередко может не выполняться, однако предложен-
ный подход может быть применен и в этом случае более сложным образом.
Для простоты рассмотрим частный случай, когда k = 2 и слагаемое D∗d(t)
входит во второе уравнение линейной модели:

x∗1(t+ 1) = x∗2(t) + J∗1y(t) +G∗1u(t),
x∗2(t+ 1) = J∗2y(t) +G∗2u(t) +D∗d(t),

y∗(t) = x∗1(t).

Интервальный наблюдатель принимает вид

x∗1(t+ 1) = x∗2(t) + J∗1y(t) +G∗1u(t) + g1e(t),

x∗2(t+ 1) = J∗2y(t) +G∗2u(t) + g2e(t) +D+
∗ d−D−

∗ d,
x̄∗1(t+ 1) = x̄∗2(t) + J∗1y(t) +G∗1u(t) + g1e(t),

x̄∗2(t+ 1) = J∗2y(t) +G∗2u(t) + g2e(t) +D+
∗ d−D−

∗ d,
y∗(t) = x∗1(t), y∗(t) = x∗1(t),

т.е. интервально формируются обе компоненты вектора состояния; перемен-
ные e(t) и ē(t) определяются, как показано выше.

Найдем значения первых компонент модели и наблюдателя в момент t+ 2,
произведя временной сдвиг в первых уравнениях и выполнив замену пере-
менных x∗2(t+ 1), x∗2(t+ 1) и x∗2(t+ 1) правыми частями их уравнений:

x∗1(t+ 2) = J∗1y(t+ 1) +G∗1u(t+ 1) + J∗2y(t) +G∗2u(t) +D∗d(t),
x∗1(t+ 2) = J∗1y(t+ 1) +G∗1u(t+ 1) + J∗2y(t) +G∗2u(t)+

+ g1e(t+ 1) + g2e(t) +D+
∗ d−D−

∗ d,
x̄∗1(t+ 2) = J∗1y(t+ 1) +G∗1u(t+ 1) + J∗2y(t) +G∗2u(t) +

+ g1e(t+ 1) + g2e(t) +D+
∗ d−D−

∗ d.

(7.1)
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По аналогии с (4.5) определим

α(t+ 2) =
R∗y(t+ 2)− x∗1(t+ 2)

x∗1(t+ 2)− x∗1(t+ 2)
,(7.2)

образуем сумму

x∗1(t+ 2) = α(t+ 2)x∗1(t+ 2) + (1− α(t+ 2))x∗1(t+ 2)

и заменим переменные x∗1(t + 2), x∗1(t + 2) и x∗1(t + 2) правыми частями
уравнений (7.1):

J∗1y(t+ 1) +G∗1u(t+ 1) + J∗2y(t) +G∗2u(t) +D∗d(t) =
= α(t+ 2)(J∗1y(t+ 1) +G∗1u(t+ 1) + J∗2y(t) +G∗2u(t) +

+ g1e(t+ 1) + g2e(t) +D+
∗ d−D−

∗ d) +
+ (1− α(t+ 2))(J∗1y(t+ 1) +G∗1u(t+ 1) + J∗2y(t) +G∗2u(t) +

+ g1e(t+ 1) + g2e(t) +D+
∗ d−D−

∗ d).

После преобразований получаем

D∗d(t) = g1(α(t + 2)e(t+ 1) + (1− α(t+ 2))e(t+ 1)) +

+ g2(α(t+ 2)e(t) + (1− α(t+ 2))e(t)) +

+ α(t+ 2)(D+
∗ d−D−

∗ d) + (1− α(t+ 2))(D+
∗ d−D−

∗ d),
(7.3)

откуда с очевидностью следует формула для оценки d̂(t).

Зам е ч а ни е 5. Выражение (7.3) очевидным образом обобщается на слу-
чай k > 2, когда слагаемое D∗d(t) входит только в последнее уравнение мо-
дели, а с учетом изложенного в разделах 5 и 6 – на его вхождение только в
одно произвольное уравнение и нелинейный случай. Предложенный подход
сложен в реализации и при моделировании, поскольку требует выполнения
дополнительных временных задержек для переменных e(t) и ē(t) с целью
получения выражения (7.3).

8. Решение на основе канонической формы Жордана

Если для всех решений уравнения (3.2) переменная d(t) входит в модель
в две и более ее компоненты, следует использовать не идентификационную
каноническую форму, а диагональную жорданову, где

F∗ =

⎛⎜⎜⎝
λ1 0 0 . . . 0
0 λ2 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . λk

⎞⎟⎟⎠ ,

λ1, . . . , λk – собственные числа (|λi| < 1), которые предполагаются раз-
личными. Такая форма всегда может быть получена из канонической
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формы (3.1) [16]. Тогда первое уравнение в (2.3) представляется в виде k
независимых уравнений:

ΦiF = λiΦi + J∗iH, i = 1, . . . , k,(8.1)

что и позволяет построить одномерную модель, куда будет входить пере-
менная d(t). Дополнительное требование ΦL = 0 – нечувствительность к воз-
мущениям – учитывается следующим образом. В связи с введенной ранее
матрицей L0 уравнение (8.1) может быть записано в виде

(Ni − J∗i)
(

L0(F − λiIn)
H

)
= 0, i = 1, . . . , k,(8.2)

где In – единичная (n× n)-матрица.
Для построения модели выбирается такое значение λ = λi, что опреде-

ляемая из уравнения (8.2) матрица Φ = NL0 удовлетворяет требованиям
D∗ = ΦD �= 0 и Φ = R∗H для некоторой матрицы R∗.

Зам е ч а ни е 6. Требования ΦD �= 0 и Φ = R∗H не всегда могут быть вы-
полнены, поскольку внешние возмущения, представленные матрицей L0, мо-
гут привести к ограничению множества решений уравнения (8.2) даже при
соблюдении условия согласования. Это ограничение можно снять, но тогда
решение не будет точным.

Модель принимает вид

x∗(t+ 1) = λx∗(t) + J∗y(t) +G∗u(t) +D∗d(t),
y∗(t) = x∗(t).

(8.3)

Несмотря на одномерность модели, использовать прием, показанный в за-
мечании 2, здесь не получится, поскольку в правую часть уравнения (8.3)
входит переменная x∗(t), и необходимо строить интервальный наблюдатель,
который описывается уравнениями

x∗(t+ 1) = λx∗(t) +G∗u(t) + J∗y(t) +D+
∗ d−D−

∗ d+ ge(t),

x∗(t+ 1) = λx̄∗(t) +G∗u(t) + J∗y(t) +D+
∗ d−D−

∗ d+ ge(t),

y∗(t) = x∗(t), y∗(t) = x∗(t).
(8.4)

Отметим, что независимо от значения λ коэффициент g всегда можно вы-
брать так, что наблюдатель будет устойчив.

Те ор ем а 2. Оценка функции d(t) определяется как

d̂(t) = D−1
∗ g(α(t + 1)e(t) + (1− α(t+ 1))e(t)) +

+ α(t+ 1)(D+
∗ d−D−

∗ d) + (1− α(t+ 1))(D+
∗ d−D−

∗ d) +
+ λ(x∗(t)− x∗(t))(α(t + 1)− α(t)).

(8.5)

Переменная α(t) рассчитывается аналогично α(t+ 1), переменные x∗(t)
и x∗(t) доступны для измерения.
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Дока з а т е л ь с т в о. Коэффициент α(t+1) определяется формулой (4.5),
соотношение (4.7) принимает вид

λx∗(t) + J∗y(t) +G∗u(t) +D∗d(t) =

= α(t+ 1)(λx̄∗(t) +G∗u(t) + J∗y(t) +D+
∗ d−D−

∗ d+ ge(t)) +

+ (1− α(t+ 1))(λx∗(t) +G∗u(t) + J∗y(t) +D+
∗ d−D−

∗ d+ ge(t)).

Правая часть этого равенства преобразуется следующим образом:

λx∗(t) + J∗y(t) +G∗u(t) +D∗d(t) =

= g(α(t + 1)e(t) + (1− α(t+ 1))e(t)) +

+ α(t+ 1)(D+
∗ d−D−

∗ d) + (1− α(t+ 1))(D+
∗ d−D−

∗ d) +

+ J∗y(t) +G∗u(t) + α(t+ 1)λx̄∗(t) + (1− α(t+ 1))λx∗(t).

(8.6)

Учитывая, что переменная x∗(t) в левой части (8.6) может быть представлена
как

x∗(t) = α(t)x∗(t) + (1− α(t))x∗(t),

объединяя ее с двумя последними слагаемыми в (8.6), получаем

λ(x∗(t)− x∗(t))(α(t + 1)− α(t)),

что и дает (8.5).

Зам е ч а ни е 7. Описанный подход может быть применен, когда неизвест-
ный вход d(t) представляет собой вектор и выполняется условие согласова-
ния. В этом случае решение уравнение (8.2) ищется отдельно для каждой
компоненты этого вектора и так же для каждой компоненты строится на-
блюдатель (8.4). Возможно, не для всех компонент удастся построить наблю-
датель, нечувствительный к возмущению.

9. Практический пример

Рассмотрим дискретизированную модель электропривода:

x1(t+ 1) = k1x2(t) + x1(t),

x2(t+ 1) = k2x2(t) + k3x3(t) + ρ(t),

x3(t+ 1) = k4x2(t) + k5x3(t) + k6u(t) + d(t),

y1(t) = x1(t), y2(t) = x3(t),

(9.1)

где x1 – угол поворота выходного вала редуктора; x2 – скорость вращения
выходного вала двигателя; x3 – ток цепи якоря; коэффициенты k1 − k6 за-
висят от параметров электропривода и интервала дискретизации; возмуще-
ние ρ(t) обусловлено наличием внешнего нагрузочного момента, приведенно-
го к валу двигателя; дефект, представленный функцией d(t), вызван измене-
нием активного сопротивления якоря, что выражается в изменении значения
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коэффициента k5: если Δk5(t) – величина изменения коэффициента k5, то
d(t) = x3(t)Δk5(t). Рассматриваемая модель описывается матрицами соглас-
но уравнениям (2.1):

F =

⎛⎝ 1 k1 0
0 k2 k3
0 k4 k5

⎞⎠, G =

⎛⎝ 0
0
k6

⎞⎠, H =

(
1 0 0
0 0 1

)
, L =

⎛⎝ 0
1
0

⎞⎠, D =

⎛⎝ 0
0
1

⎞⎠.

Нетрудно проверить, что условие согласования выполняется.
Модель, нечувствительная к возмущению, получается при решении урав-

нения (3.2) с k = 1, которое описывается матрицами

R∗ =
( −k4 k1

)
, J∗ =

( −k4 k1k5
)
, Φ=

( −k4 0 k1
)
, G∗ = k1k6, D∗ = k1.

Искомая модель имеет вид

x∗(t+ 1) = −k4y1(t) + k1k5y2(t) + k1k6u(t) + k1d(t),

y∗(t) = x∗(t) = −k4y1(t) + k1y2(t).

Интервальный наблюдатель описывается следующим образом:

x∗(t+ 1) = −k1y1(t) + k1k5y2(t) + k1k6u(t) + k1d+ ge(t),

x∗(t+ 1) = −k1y1(t) + k1k5y2(t) + k1k6u(t) + k1d+ ge(t),

y∗(t) = x∗(t), y∗(t) = x∗(t),
(9.2)

e(t) = y∗(t)− y∗(t), e(t) = y∗(t)− y∗(t). Оценка переменной d(t) рассчитыва-
ется по формуле (4.6).

Для моделирования рассмотрим систему (9.1) и наблюдатель (9.2) при
управлении u(t) = 0,2 sin(t/10), возмущение ρ(t) представлено случайной ве-
личиной, равномерно распределенной на интервале [−0,05; 0,05]; принято d =
= −0,4, d̄ = 0,4, g = −0,7. На рис. 1 и 2 представлены результаты моделиро-
вания с начальными условиями x(0) = (0 0 0)T , x∗(0) = −1, x∗(0) = 1. На
рис. 1 показано поведение функции d(t) и ошибки оценивания d̂(t)− d(t), ко-
гда функция d(t) задана в виде d(t) = 0,3 sin(t/2), t � 20, d(t) = 1, t > 20; на
рис. 2 – в виде d(t) = 0,3 sin(t/2), t � 20, при t > 20функция d(t) представлена
случайной величиной, равномерно распределенной на интервале [−0,5; 0,5].
Ошибка оценивания практически равна нулю.

Дополнительно для системы (9.1) рассмотрим задачу оценки неизвестно-
го входа ρ(t) при d(t) = 0; предполагается, что |ρ(t)| � ρ∗, т.е. ρ = −ρ∗, ρ =
= ρ∗. Нетрудно проверить, что условие согласования здесь не выполняется.
Модель, решающая эту задачу, принимает размерность 2:

x∗1(t+ 1) = x∗2(t) +Ky2(t),

x∗2(t+ 1) = y1(t) + (k1k3 −Kk5)y2(t) + k1ρ(t),

y∗(t) = x∗1(t) = y1(t),
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Рис. 1. Графики функций d(t) и ed(t) = d̂(t)− d(t).
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Рис. 2. Графики функций d(t) и ed(t) = d̂(t)− d(t).

где K = k1(1 + k2)/k4. Интервальный наблюдатель имеет вид

x∗1(t+ 1) = x∗2(t) +Ky2(t) + g1e(t),

x∗2(t+ 1) = y1(t) + (k1k3 −Kk5)y2(t)− k1ρ∗ + g2e(t),

x̄∗1(t+ 1) = x̄∗2(t) +Ky2(t) + g1e(t),

x̄∗2(t+ 1) = y1(t) + (k1k3 −Kk5)y2(t) + k1ρ∗ + g2ē(t),
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Рис. 3. Графики функций ρ(t) и eρ(t) = ρ̂(t)− ρ(t).
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Рис. 4. Графики функций ρ(t), ρ̂(t) и eρ(t) = ρ̂(t)− ρ(t).

где e(t) = y∗(t)− x∗1(t), e(t) = y∗(t)− x∗1(t). Коэффициент α(t+ 2) опреде-
ляется формулой (7.2) с R∗ = (1 0). Неизвестный вход ρ(t) оценивается на
основе выражения (7.3):

ρ̂(t) = k−1
1 (g1(α(t+ 2)e(t+ 1) + (1− α(t+ 2))e(t+ 1)) +

+ g2e(t)(α(t + 2)e(t) + (1− α(t+ 2))e(t)) +

+ α(t+ 2)k1ρ∗ − (1− α(t+ 2))k1ρ∗).
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При моделировании с помощью пакета MATLAB принято ρ∗ = 0,2, g1 =
= −0,4, g2 = −0,1. Результаты моделирования представлены на рис. 3 и 4, где
показано поведение функции ρ(t) и ошибки оценивания ρ̂(t)− ρ(t). На рис. 3
функция ρ(t) задана в виде ρ(t) = 0,3 sin(t/2), t � 40, ρ(t) = 1, t > 40; как и
выше, ошибка оценивания практически равна нулю; на рис. 4 дополнитель-
но введены шумы измерений в виде двух независимых случайных величин,
равномерно распределенных на интервале [−0,01; 0,01], видно, что качество
оценки ухудшается.

10. Заключение

В работе решена задача оценивания неизвестных входов в дискретных ста-
ционарных системах, описываемых линейными и нелинейными динамически-
ми моделями при наличии внешних возмущений и выполнении так называе-
мого условия согласования. Решение основано на модели исходной системы,
имеющей минимальную размерность и нечувствительной к возмущениям.
Для этой модели строится интервальный наблюдатель, на основе которого
в ряде случаев может быть определена точная оценка величины неизвестных
входов. Решение, полученное вначале для линейной одномерной модели, рас-
пространяется на многомерный и нелинейный случаи и системы, где условие
согласования не выполняется.
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